
42 ANNALES DU BÂTIMENT ET DES TRAVAUX PUBLICS

1. INTRODUCTION

Cet article porte sur la modélisation du processus de rup-
ture d’une poutre en béton armé par un modèle de plasti-
cité non locale. Les modèles de plasticité ou
d’endommagement non locaux ont été utilisés avec succès
dans les années 80 pour contrôler la localisation des struc-
tures composées de matériaux radoucissants (Pijaudier-
Cabot et Bazν ant, 1987). Pour ces modèles, le caractère non
local de la loi constitutive, généralement introduit à partir
d’une longueur caractéristique, est restreint à la fonction de
charge (d’endommagement ou de plasticité). Cette théorie
a l’avantage de ne pas affecter la nature locale du compor-
tement élastique. On distingue généralement les modèles
de plasticité au gradient explicite ou implicite, en fonction
de l’aptitude à définir explicitement ou implicitement la
variable non locale en fonction de la variable locale.
Malgré le nombre important d’articles consacrés à ces
modèles non locaux radoucissants (Jirásek et Bazν ant,
2002), peu d’études ont été consacrées à la modélisation du
comportement élastoplastique non local de la poutre en
variables généralisées (loi moment-courbure – voir par
exemple Bazν ant et Zubelewicz, 1988, ou Challamel,
2003). Historiquement pourtant, les relations moment-
courbure avec branche radoucissante ont été introduites
dans le cadre de la modélisation des poutres en béton armé
(Wood, 1968). Wood (1968) montra l’impossibilité pour la
poutre élastoplastique de s’écouler, un phénomène parfois

appelé le paradoxe de Wood (voir aussi Bazν ant, 1976;
Royer-Carfagni, 2001 ou Challamel et Hjiaj, 2005). Nous
montrons dans cet article qu’un modèle de plasticité au
gradient implicite (équivalent à un modèle non-local inté-
gral de plasticité) permet de résoudre le paradoxe de Wood
pour la poutre console, avec phase d’écrouissage préalable.
Ce modèle permet de prendre en compte les effets
d’échelle associés aux phénomènes de fissuration.

2. LA POUTRE CONSOLE – 
LE PARADOXE DE WOOD

On considère une poutre console homogène de longueur L
et chargée par une force verticale P à son extrémité (Figure
1). On reconnaît la poutre console étudiée par Galilée à
partir d’arguments portant sur l’équilibre et la résistance
des éléments constituants (Galilée, 1638 – voir aussi l’ana-
lyse historique de Timoshenko, 1983 ou Salençon, 1990 à
ce propos). Cette poutre console peut être assimilée à un
paradigme structurel, c’est-à-dire un système structurel
élémentaire qui possède un gradient de contraintes généra-
lisées (ici le moment). La poutre est supposée ne pas se
déverser (voir les articles récents de Challamel, 2007 et
Challamel et al, 2007 pour la modélisation de poutres
consoles au déversement). La flèche de la poutre est notée
w(x). On choisit de modéliser le comportement inélastique
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de la poutre en variables généralisées moment M – cour-
bure χ (avec χ = w").
Le problème étant isostatique, les équations de l’équilibre
aboutissent directement à l’évolution du moment de
flexion dans la poutre :

[1]
Le processus de rupture est contrôlé par le déplacement v
de l’extrémité de la poutre v = w(L). (voir Figure 2)
La loi moment-courbure (M, χ) est d’abord considérée
avec un comportement local élastoplastique écrouissable
puis radoucissant (avec des lois d’écrouissage linéaires).
La fonction de charge f est donnée par :

[2]
avec MP le moment plastique, et M* une variable de
moment additionnellequi dépend de la courbure plastique
χ p.

[3]
k+ est le module d’écrouissage positif, k– est le module de
radoucissement, négatif. m, nécessairement supérieur à
l’unité, est le rapport entre le moment maximum atteint
durant la phase d’écrouissage et le moment plastique Mp.
Le moment de flexion est maximum au niveau de l’encas-
trement (x = 0). Le processus élastoplastique est alors
déclenché, dès lors que le moment de flexion atteint la
valeur du moment plastique. Le déplacement élastique
maximum vY et la charge correspondante PY sont données
par :

[4]

Tant que le déplacement v est plus petit que vY, la poutre
garde un comportement élastique, et la déformée est obte-
nue à partir de la solution élastique :

[5]

Au delà de cette valeur caractéristique vY (v ≥ vY), le régime
plastique commence, et la poutre peut être subdivisée en
deux domaines, un domaine élastique et un domaine plas-
tique de taille l0

+ (voir Figure 2). Les équations [1], [2] et
[5] donnent l’évolution de la courbure plastique :

[6]

En imposant à la fonction χ p d’être une fonction continue

de                              , la longueur de la zone plastique est

régie par le système :

[7]

La phase radoucissante peut s’initier dès lors que la charge

P atteint sa valeur maximale mPY. En imposant de nouveau

à la courbure plastique d’être une fonction continue de

on tombe sur la paradoxe de Wood:

[8]

Cette dernière hypothèse induit le paradoxe de Wood pour
le comportement avec écrouissage positif et négatif local
(généralisation du paradoxe de Wood avec radoucissement
local sans phase d’écrouissage préliminaire) : seule la solu-
tion de décharge élastique est possible pour le problème
radoucissant local. Un modèle de plasticité non-locale est
développé dans cet article pour résoudre ce paradoxe.

3. LE PARADOXE DE WOOD RÉSOLU –
UN MODÈLE DE PLASTICITÉ NON-
LOCAL
Un modèle de plasticité au gradient implicite est développé
dans cet article. Ce modèle est équivalent à un modèle de
plasticité intégral. Pour le modèle de plasticité au gradient
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Figure 1. La poutre console (figure extraite de Galilée, 1638).

Figure 2. Poutre console – schéma structurel.
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implicite (Engelen et al, 2003 ; Peerlings, 2007), la
variable M* dans la phase de radoucissement, est fonction
de la courbure plastique non-locale, à partir du modèle bi-
linéaire :

[9]
La courbure non-locale χ∼p est une combinaison de
variables locale et non-locale, comme initialement proposé
par Vermeer et Brinkgreve (1994) pour des modèles inté-
graux :

[10]
p est un paramètre adimensionnel. Pour le modèle de plas-
ticité au gradient implicite étudié dans cet article (Engelen
et al, 2003 ; Peerlings, 2007), la courbure plastique non-
locale χ—p est définie à partir de l’équation de Helmholtz :

[11]
Une longueur caractéristique lc est introduite dans la défi-
nition de la courbure plastique non-locale. Cette équation
différentielle clairement signifie que la courbure plastique
non-locale s’obtient à partir d’une moyenne spatiale de la
courbure plastique locale (voir Eringen 1983 en élasticité
non-locale) : 

[12]
où la fonction G(x, y) est la fonction de Green de l’équa-
tion différentielle Eq. (11) associée à des conditions aux
limites pertinentes. On se restreint dans cet article, au cas
particulier p = 2 (voir Challamel, 2008) :

[13]
Les conditions aux limites sont données par (voir
Challamel et al, 2008 ; Challamel, 2008 pour le problème
sans écrouissage préliminaire) :

[14]
Ces conditions aux limites peuvent découler d’une
approche variationnelle (Challamel et al, 2008). Une diffé-
rence importante avec le modèle de plasticité au gradient
implicite présenté par Engelen et al (2003) ou Peerlings
(2007) tient au fait que les conditions aux limites présen-
tées en [14] portent sur le domaine plastique, et non sur le
domaine global matérialisé par toute la poutre console dans
notre problème. Un résultat analogue a été obtenu en théo-
rie de l’endommagement non-local (Challamel et al, 2008).
Le système est maintenant résolu pour la courbure plas-
tique non-locale :

[15]

dont la solution générale s’exprime ci-dessous :

[16]

Le système non-linéaire de 3 équations à 3 inconnues A, B
et l0 est obtenu à partir des conditions aux limites :

[17]

Les paramètres adimensionnels suivants peuvent être
introduits :

[18]

et la relation charge-zone plastique s’écrit finalement :

[19]

Le paramètre de chargement β varie entre et tend vers
une valeur infinie lorsque P tend vers zéro (la taille de la
zone plastique tend alors vers ξ0 = π). L’identification de
cette taille de zone plastique localisée est à relier à la
notion de longueur finie de rotule ou à la zone finie du pro-
cessus de rupture (Fracture Process Zone souvent notée
FPZ en anglais). En théorie des poutres, il a été expéri-
mentalement prouvé que cette zone dépendait de la hauteur
de section de la poutre (Wood, 1968 ; Bazν ant, 1976 ;
Bazν ant et al, 1987).

La réponse de la poutre radoucissante est unique et le para-
doxe de Wood est clairement résolu avec ce modèle de
plasticité non-locale (Figure 3). Notons que le même pro-
blème sans gradient de moment ne conduit pas à l’unicité
du problème d’évolution (un phénomène similaire à celui
qu’analysent Benallal et Marigo, 2007). Il est remarquable
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Figure 3. Evolution de la charge en fonction du déplacement à
l’extrémité de la poutre;
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que la zone plastique évolue au cours du processus de
radoucissement. 
Un tel phénomène avait déjà été modélisé par Pijaudier-
Cabot et al (2004) dans le cadre de la théorie de l’en-
dommagement non-local, ou par Voyiadjis et Abu
Al-Rub (2005) pour la plasticité non-locale, par une
dépendance de la longueur caractéristique aux variables
du problème. Ce phénomène peut aussi être observé en
présence de gradient de contraintes avec le modèle de
plasticité non-locale retenu dans cet article. L’effet
d’échelle peut être bien décrit avec une telle analyse
non-locale, et la ductilité apparente augmente avec la
longueur caractéristique.

4. CONCLUSIONS
Cet article porte sur la modélisation du processus de rup-
ture d’une poutre en béton armé par un modèle de plasti-
cité non locale. Nous montrons dans cet article qu’un
modèle de plasticité au gradient implicite (ou modèle non-
local intégral) permet de résoudre le paradoxe de Wood
pour la poutre console et la poutre sur deux appuis. Ce
modèle permet de prendre en compte les effets d’échelle
associés aux phénomènes de fissuration. La ductilité glo-
bale est une fonction croissante de la longueur caractéris-
tique du modèle non-local, dont l’évaluation reste un enjeu
structurel majeur. 
Les effets d’échelle observés en génie civil, à l’échelle de
l’ouvrage, peuvent se rencontrer à des échelles bien
moindres, on pense en particulier aux micro- et aux nano-
structures. Les modèles de poutres développés dans les
deux cas peuvent avoir certaines analogies (Challamel et
Wang, 2008). Une extension d’une telle méthodologie non-
locale pourrait donc porter sur le couplage d’une non-loca-
lité élastique avec une non-localité plastique à l’échelle de
la poutre.
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